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o Espaces Métriques



Distance

Espaces Métriques

Boules et Sphéres, ouvert et fermée

voisinage, intérieur

Suites et étude de la convergence dans un Espace métrique
Suites de Cauchy - Espace métrique complet.

Espaces Métriques

Distance

Définition
Soit X un ensemble. Une application:

d : XxX — Rf={xeR/x>0}
(xy) — d(x,y)
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Définition
Soit X un ensemble. Une application:
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Soit X un ensemble. Une application:

d : XxX — Rf={xeR/x>0}
(xy) — d(x,y)

est appelée distance sur X si elle vérifie:
pour tout x ; y et z € X, on ait

Q Positivité : d(x,y) > 0,Vx,y € X
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Soit X un ensemble. Une application:

d : XxX — Rf={xeR/x>0}
(xy) — d(x,y)

est appelée distance sur X si elle vérifie:
pour tout x ; y et z € X, on ait

Q Positivité : d(x,y) > 0,Vx,y € X
@ Séparation : d(x,y) =0&x=y
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est appelée distance sur X si elle vérifie:
pour tout x ; y et z € X, on ait

Q Positivité : d(x,y) > 0,Vx,y € X
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Espaces Métriques

Distance

Soit X un ensemble. Une application:

d : XxX — Rf={xeR/x>0}
(xy) — d(x,y)

est appelée distance sur X si elle vérifie:
pour tout x ; y et z € X, on ait

Q Positivité : d(x,y) > 0,Vx,y € X
Q Séparation : d(x,y) =0 x=y
© Symétrie : d(x,y) =d(y,x),Vx,y € X
© Inégalité triangulaire :
d(x,y) <d(x,z)+d(z,y),¥x,y,z€e X
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Quelques Exemples:
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Suites de Cauchy - Espace métrique complet.

O Prenons X =R ou C, on a une distance définie, pour tous x

et y € X par

d(X7y) :|X_.y|
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Espaces Métriques

Distance

Quelques Exemples:
O Prenons X =R ou C, on a une distance définie, pour tous x
et y € X par

d(X7y) :|X_.y|

appelée distance usuelle.
ol | . | : représente la valeur absolue dans R ou le module

dans C.
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@ Prenons X =K”, (K=1R ou C). Pour tous x = (xj)1<i<n et
y = (¥i)1<i<n de K", I'application définie par:
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@ Prenons X =K”, (K=1R ou C). Pour tous x = (xj)1<i<n et
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di(x,y) = Y1 —yil

i=1
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@ Prenons X =K”, (K=1R ou C). Pour tous x = (xj)1<i<n et
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n

def
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Espaces Métriques

Distance

@ Prenons X =K”, (K=1R ou C). Pour tous x = (xj)1<i<n et
y = (¥i)1<i<n de K", I'application définie par:

n
def
d(x,y) =D Ixi - yil
i=1

n

def 1
dh(x,y) % (3 — y)?)?
=1

def
do(x,y) = max [x; — yi

alors di; d> et d, sont des distances sur K" ; d» est appelée
distance euclidienne classique sur K”.
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Distance

PROPOSITION

Nous avons les propriétés suivantes.

Q Pour xi;- - ; x, des points de X on a:
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Espaces Métriques

Distance

PROPOSITION

Nous avons les propriétés suivantes.
Q Pour xi;- - ; x, des points de X on a:

d(xi,xn) < d(x1,x) + d(x2,x3) + - - + d(Xn—1, Xn)
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PROPOSITION

Nous avons les propriétés suivantes.
Q Pour xi;- - ; x, des points de X on a:

d(xi,xn) < d(x1,x) + d(x2,x3) + - - + d(Xn—1, Xn)

Q Pour tout x, y et z dans X on a:
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Q Pour xi;- - ; x, des points de X on a:
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PROPOSITION

Nous avons les propriétés suivantes.
Q Pour xi;- - ; x, des points de X on a:

d(xi,xn) < d(x1,x) + d(x2,x3) + - - + d(Xn—1, Xn)

Q Pour tout x, y et z dans X on a:

|d(Xay) - d(y72)| < d(X7Z)

© Pour x; x et v; y, dans X on a:
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Espaces Métriques

Distance

|d(X7y) o d(X,7yl| < d(XvX/) + d(y,y/)

Démonstration.
@ La démonstration de (1) est immédiate par récurrence sur n.

@ Pour (2), nous avons, en effet,

d(x,y) < d(x,z)+d(z,y) ( inégalité triangulaire)

ce qui donne
d(X,y) - d(y,Z) < d(X7Z)

En permutant x et z, on a de la méme maniére
d(Z,y) - d(y,X) < d(X,Z)

ce qui donne finalement
Ahmed Moussaid Analyse 3 7/31
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Suites de Cauchy - Espace métrique complet.

Espaces Métriques

Distance

—d(x,z) < d(x,y) —d(y,z) < d(x, z)

Démonstration.
3- Pour x; x et v, y/ dans X on a

d(x,y) < d(x,x)+d(x,y)+d(y,y)

d’ou
d(x,y) —d(x,y') < d(x,x)+d(y,y)

En permutant les couples (x;y) et (x';y') on a

d(x',y") —d(x,y) < d(x,x) +d(y’,y)
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Espaces Métriques

Boules et Sphéres, ouvert et fermée

voisinage, intérieur

Suites et étude de la convergence dans un Espace métrique
Suites de Cauchy - Espace métrique complet.

Espaces Métriques

Distance

PROPOSITION
Soient dy et d» deux distances sur X. On suppose qu'il existe a,
B > 0 tels que

adh(x,y) < di(x,y) < Bda(x,y)  Vx,yeX

Alors dy et d» sont dites équivalentes.
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Boules et Sphéres, ouvert et fermée
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Suites et étude de la convergence dans un Espace métrique
Suites de Cauchy - Espace métrique complet.

Espaces Métriques

Espaces Métriques

Définition
On appelle Espace métrique tout ensemble non vide X muni d’une
distance d et on le note (X; d).
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Espaces Métriques

Boules et Spheres

Distance

Espaces Métriques

Boules et Sphéres, ouvert et fermée

voisinage, intérieur

Suites et étude de la convergence dans un Espace métrique
Suites de Cauchy - Espace métrique complet.

Soit (X; d) un espace métrique.

@ Pourae X et r >0, on définit les ensembles suivants:
- B(a,r) = {x € X,d(x,a) < r}, boule ouvert de centre a et

rayon r.

- B(a,r) = {x € X,d(x,a) < r}, boule férmée de centre a et

rayon r.

-S(a,r) = B(a,r)\ B(a,r) = {x € X,d(x,a) = r}, sphére de

centre a et rayon r.
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Suites de Cauchy - Espace métrique complet.

Espaces Métriques

ouvert et fermée

Soit (X; d) un espace métrique.
@ Une partie U C X est dite ouverte si

Vae U, 3Jr>0 t.q. B(a,r)c U

© Une partie F C X est dite fermée si son complémentaire
F¢ = X\ F est ouvert.

© Une partie A C X est dite bornée si

IM >0, Vx,y €A, d(x,y)<M
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Espaces Métriques

Si x est dans X, pour

/7
e<e€,

B(x,€) C B(x,€), et

Ahmed Moussaid
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Suites et étude de la convergence dans un Espace métrique

Suites de Cauchy - Espace métrique complet.

B(x,¢€) C B(x,€')
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Suites de Cauchy - Espace métrique complet.

Espaces Métriques

Propriétés des ensembles ouverts

Théoréme

Soit (E, d) un espace métrique. Alors
O 0 et E sont des ouverts.
Q Si(9))ics est une famille quelconque d’ouverts, alors Uj¢c v;
est ouvert.
Q Sit, ¥, , 10, sont des ouverts, alors 91 N Y N ... NI, est
ouvert. )

Ahmed Moussaid Analyse 3 14/31



Distance

Espaces Métriques

Boules et Sphéres, ouvert et fermée

voisinage, intérieur

Suites et étude de la convergence dans un Espace métrique
Suites de Cauchy - Espace métrique complet.

Espaces Métriques

Démonstration:

Q Evident.

@ Soient ¥ = Uj¢ ¥ et x € ¥ alors i € [ tel que x € ¥,
comme ¥, est ouvert
= dr >0 tel que B(x,r) C¥j; = B(x,r) CUjgd =9
comme x € 1} était quelconque = 1 est ouvert.

Q Soitxei NIrN...NY, alors x €91, et x €Iy et --- et
x € U,.
comme 1J; est ouvert, il existe n >0, >0,--- ,r, > 0 tels
que B(x,r) C 91 et B(x,n) C ¥p et, --- et B(x, r,) C Up.
soit r =min(r, r, -, rm).
Alors B(x,r) C 91 NdaN...NIp.
donc 91 N> N ... NI, est ouvert.
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Boules et Sphéres, ouvert et fermée

voisinage, intérieur

Suites et étude de la convergence dans un Espace métrique
Suites de Cauchy - Espace métrique complet.

Espaces Métriques

Intérieur, adhérence

Définition

Soit (X; d) un espace métrique, et A une partie de X.

- On appelle intérieur de A et on le note A° le plus grand ouvert
inclus dans A. Tout point x € A° C A est dit intérieur 3 A.

A° = U U

U Ouvert, UCA
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Espaces Métriques

Intérieur, adhérence

Définition
Soit (X; d) un espace métrique, et A une partie de X.

- On appelle intérieur de A et on le note A° le plus grand ouvert
inclus dans A. Tout point x € A° C A est dit intérieur 3 A.

A° = U U

U Ouvert, UCA

- On appelle adhérence de A et on la note A le plus petit fermée
qui contient A. Un point x de A est dit adhérence a A.

A= () F

F ferm, FDA
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Suites de Cauchy - Espace métrique complet.

Espaces Métriques

voisinage, intérieur

Soit (X; d) un espace métrique.
Q Soit V' un sous-ensemble de X et x € X : on dit que V est un
voisinage de x s'il contient une boule ouverte de centre x.

Q Soit A un sous-ensemble de X : on dit qu’un élément a de X
est un point intérieur a A si A est un voisinage de a ou, ce qui
est équivalent, s'il existe r > 0 tel que B(a;r) C A. On
appelle intérieur de A et on note A° I'ensemble des points
intérieurs a A.
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Distance

Espaces Métriques

Boules et Sphéres, ouvert et fermée
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Suites et étude de la convergence dans un Espace métrique
Suites de Cauchy - Espace métrique complet.

Espaces Métriques

ouvert, fermé adhérence, intérieur

PROPOSITION

Soit A est un sous ensemble d’'un espace métrique F. Alors :

Ahmed Moussaid Analyse 3 18/31



Distance

Espaces Métriques

Boules et Sphéres, ouvert et fermée

voisinage, intérieur

Suites et étude de la convergence dans un Espace métrique
Suites de Cauchy - Espace métrique complet.

Espaces Métriques

ouvert, fermé adhérence, intérieur

PROPOSITION

Soit A est un sous ensemble d’'un espace métrique F. Alors :
@ A° est un ouvert contenu dans A.

o Si U est un ouvert et U C A, alors U C A°.
Autrement dit, A° est le plus grand ouvert contenu dans A.

@ A est un fermé contenant A.

@ Si F est un fermé et F D A, alors F D A
Autrement dit,A est le plus petit fermé contenant A.
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Boules et Sphéres, ouvert et fermée
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Suites et étude de la convergence dans un Espace métrique

Espaces Métriques

Suites de Cauchy - Espace métrique complet.

Remarque

1-Si x appartient a8 A° il existe, € > 0, tel que
x€B(x,e) CA°CA

2- Un point x est dans A si et seulement si pour tout
e >0, B(x,e) intersecte A.

Ahmed Moussaid Analyse 3 19/31



Espaces Métriques

ROPOSITION

Distance

Espaces Métriques

Boules et Sphéres, ouvert et fermée

voisinage, intérieur

Suites et étude de la convergence dans un Espace métrique
Suites de Cauchy - Espace métrique complet.

Soient A et B, deux sous ensembles d’un espace métrique E. Alors :

Ahmed Moussaid
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Distance
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Boules et Sphéres, ouvert et fermée
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Suites et étude de la convergence dans un Espace métrique
Suites de Cauchy - Espace métrique complet.

Espaces Métriques

PROPOSITION
Soient A et B, deux sous ensembles d’un espace métrique E. Alors :
@ OnaACB=A"CB°etACB
O x € A° & Je > 0 tel que B(x,e) C A
QO xcA &Ve>0, B(x,e)NA#AD
O Aouvert & A=A°
QO Afermé = A=A
Q A ouvert < A est une union de boules ouvertes. )

Démonstration.(Exercice)
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Suites de Cauchy - Espace métrique complet.

Espaces Métriques

une suite extraite

Définition

Si (xn) est une suite, on notera une suite extraite (sous-suite) soit
par (xp, ), soit par (Xy(n))-

Dans le premier cas ng, n1,- - -, est une suite strictement croissante
d’entiers .

dans le second, p: N — N est une application strictement
croissante.

Par abus de notation, si tous les termes d’une suite (xp)
appartiennent a un ensemble X , on écrit (x,) C X.
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Suites de Cauchy - Espace métrique complet.

Espaces Métriques

une suite convergente

Définition

Soit (X; d) un espace métrique. Si (x,) C X et x € X, alors, par
définition, x, — x, ((xn) converge vers x) si et seulement si

d(xn; x) — 0.

Une suite (x,) est convergente s'il existe un x € X tel que x, — x.

On écrit alors |lim x, = x
n—-o00

Traduction de x, — x: pour tout € > 0, il existe un ng € N tel que
Vn > ng = d(xp,x) < ¢

On dit que la suite (xp), € N diverge ou est divergente si elle n’est
pas convergente.
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Suites et étude de la convergence dans un Espace métrique
Suites de Cauchy - Espace métrique complet.

Espaces Métriques

une suite convergente

Il est évident, a partir de la définition, que si x, — x, et si (x,, ) est
une sous-suite, alors x,, — x

Rq:

Dans R muni de la distance usuelle, cette définition coincide
avec la définition usuelle de la convergence.
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Boules et Sphéres, ouvert et fermée
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Suites et étude de la convergence dans un Espace métrique
Suites de Cauchy - Espace métrique complet.

Espaces Métriques

valeur d'adhérence

Définition

Soit (X; d) un espace métrique. Si (x,) C X et x € X, alors, par
définition, x est une valeur d’adhérence de la suite (x,) s'il existe
une sous-suite (xp, ) telle que xp, — x.
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Boules et Sphéres, ouvert et fermée
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Suites de Cauchy - Espace métrique complet.

Espaces Métriques

valeur d'adhérence

Définition

Soit (X; d) un espace métrique. Si (x,) C X et x € X, alors, par
définition, x est une valeur d’adhérence de la suite (x,) s'il existe
une sous-suite (xp, ) telle que xp, — x.

Exemple
Dans R muni de la distance usuelle, soit x, = (—1)", n € N. Alors
1 est une valeur d’adhérence de (x,), car xp, — 1.
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Boules et Sphéres, ouvert et fermée
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Suites et étude de la convergence dans un Espace métrique
Suites de Cauchy - Espace métrique complet.

Espaces Métriques

PROPOSITION
Soit (X; d) un espace métrique.

Q Si une suite (x,), n € N d'éléments de X converge vers x € X,
alors x est unique : on dit alors que x est la limite de la suite
(xn), ne N ;

O on peut énoncer la définition de la convergence d’une suite
avec le langage des voisinages : une suite (x,), n € N
d’éléments de X converge vers x € X si
pour tout voisinage V de x ,
ANeN,VneNn>N=x,eV

Q Six, — x, alors x est la seule valeur d’adhérence de la suite
(Xn)-

Q une suite (x,)n d'éléments de X converge vers x € X si et
seulement si la suite de réels positifs (d(xn; x))n converge vers
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Distance

Espaces Métriques

Boules et Sphéres, ouvert et fermée

voisinage, intérieur

Suites et étude de la convergence dans un Espace métrique
Suites de Cauchy - Espace métrique complet.

Espaces Métriques

Suites de Cauchy

Définition
Soit (xn)n une suite dans un espace métrique (X; d). On dit que
(xn)n est suite de Cauchy si elle satisfait:

Ve >0, dng €N, Vn>ng, VYm>ng, d(xnxm)<e
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Distance

Espaces Métriques

Boules et Sphéres, ouvert et fermée

voisinage, intérieur

Suites et étude de la convergence dans un Espace métrique
Suites de Cauchy - Espace métrique complet.

Espaces Métriques

Suites de Cauchy

Définition
Soit (xn)n une suite dans un espace métrique (X; d). On dit que
(xn)n est suite de Cauchy si elle satisfait:

Ve >0, dng €N, Vn>ng, VYm>ng, d(xnxm)<e

Remarque
La définition est équivalente a

Ve >0 dmp e N, Vn>ny, Vp AUNSOEE5mn =~ ¢
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Distance

Espaces Métriques

Boules et Sphéres, ouvert et fermée

voisinage, intérieur

Suites et étude de la convergence dans un Espace métrique
Suites de Cauchy - Espace métrique complet.

Espaces Métriques

Exemple

dans R, la suite(1) est de Cauchy.

Autrement dit, une suite de Cauchy est une suite dont les éléments
sont arbitrairement proches a partir d'un certain rang.

En effet, on peut aisément montrer qu'une suite est de Cauchy si et
seulement si pour tout € > 0 il existe une boule B, (ouverte ou
fermée, cela ne change rien) de rayon ¢ (dont le centre n’est pas
précisé mais dépend possiblement de &) qui contient tous les
élements de la suite & partir d'un certain rang

dng >0, tq, VYn>ng, xp€ B:
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Distance

Espaces Métriques

Boules et Sphéres, ouvert et fermée

voisinage, intérieur

Suites et étude de la convergence dans un Espace métrique
Suites de Cauchy - Espace métrique complet.

Espaces Métriques

PROPOSITION

-Dans un espace métrique (X; d) toute suite convergente est de
Cauchy.

Preuve: Soit (x,), une suite qui converge vers une limite x. Pour
5 > 0 fixé, on peut trouver ng tel que d(x,; x) < 5 pour tout ng.
Ainsi, si n > ng et m > ng, on a par inégalité triangulaire

d(Xn, Xm) < d(xp,x) + d(x,xm) < &

Ceci montre bien que la suite est de Cauchy.
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Distance
Espaces Métriques

Espaces Métriques Boules et Sphéres, ouvert et fermée

voisinage, intérieur
Suites et étude de la convergence dans un Espace métrique
Suites de Cauchy - Espace métrique complet.

PROPOSITION

Q@ Dans un espace métrique (X; d) Toute suite de Cauchy est
bornée. Ceci résulte essentiellement du fait que, pour tout
n > ng, Xp € Bf(Xng; €).

Q Si les métriques d et d sont équivalentes sur X, alors toute
suite de Cauchy pour d est une suite de Cauchy pour d'.
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Distance

Espaces Métriques

Boules et Sphéres, ouvert et fermée

voisinage, intérieur

Suites et étude de la convergence dans un Espace métrique
Suites de Cauchy - Espace métrique complet.

Espaces Métriques

Espaces métriques complets

Définition
Un espace métrique (X; d) est dit complet si toute suite de Cauchy
dans (X; d) est convergente.
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Distance

Espaces Métriques

Boules et Sphéres, ouvert et fermée

voisinage, intérieur

Suites et étude de la convergence dans un Espace métrique

Espaces Métriques

Suites de Cauchy - Espace métrique complet.

Espaces métriques complets

PROPOSITION

Q Soit (X, d) un espace métrique complet et F C X. Alors
(F,d) est complet si et seulement si F est fermé dans X.

Q Soit (X, d) un espace métrique. Si X est compact alors il est
borné : il existe M > 0 tel que Vx,y €, d(x,y) < M.
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