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✸ P♦✉r x ❀ x
′

❡t y ❀ y
′

❞❛♥s X ♦♥ ❛✿

❆❤♠❡❞ ▼♦✉ss❛✐❞ ❆♥❛❧②s❡ ✸ ✻✴✸✶



❊s♣❛❝❡s ▼étr✐q✉❡s

❉✐st❛♥❝❡
❊s♣❛❝❡s ▼ètr✐q✉❡s
❇♦✉❧❡s ❡t ❙♣❤èr❡s✱ ♦✉✈❡rt ❡t ❢❡r♠é❡
✈♦✐s✐♥❛❣❡✱ ✐♥tér✐❡✉r
❙✉✐t❡s ❡t ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❛♥s ✉♥ ❊s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡
❙✉✐t❡s ❞❡ ❈❛✉❝❤② ✲ ❊s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ ❝♦♠♣❧❡t✳

❉✐st❛♥❝❡

P❘❖P❖❙■❚■❖◆

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s✳

✶ P♦✉r x✶; · · · ; xn ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ X ♦♥ ❛✿

d(x✶, xn) ≤ d(x✶, x✷) + d(x✷, x✸) + · · ·+ d(xn−✶, xn)

✷ P♦✉r t♦✉t x ✱ y ❡t z ❞❛♥s X ♦♥ ❛✿

|d(x , y)− d(y , z)| ≤ d(x , z)

✸ P♦✉r x ❀ x
′

❡t y ❀ y
′

❞❛♥s X ♦♥ ❛✿

❆❤♠❡❞ ▼♦✉ss❛✐❞ ❆♥❛❧②s❡ ✸ ✻✴✸✶



❊s♣❛❝❡s ▼étr✐q✉❡s

❉✐st❛♥❝❡
❊s♣❛❝❡s ▼ètr✐q✉❡s
❇♦✉❧❡s ❡t ❙♣❤èr❡s✱ ♦✉✈❡rt ❡t ❢❡r♠é❡
✈♦✐s✐♥❛❣❡✱ ✐♥tér✐❡✉r
❙✉✐t❡s ❡t ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❛♥s ✉♥ ❊s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡
❙✉✐t❡s ❞❡ ❈❛✉❝❤② ✲ ❊s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ ❝♦♠♣❧❡t✳

❉✐st❛♥❝❡

|d(x , y)− d(x
′

, y
′

| ≤ d(x , x
′

) + d(y , y
′

)

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳
✶ ▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ✭✶✮ ❡st ✐♠♠é❞✐❛t❡ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r n✳
✷ P♦✉r ✭✷✮✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s✱ ❡♥ ❡✛❡t✱

d(x , y) ≤ d(x , z) + d(z , y) ( ✐♥é❣❛❧✐té tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡)

❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡

d(x , y)− d(y , z) ≤ d(x , z)

❊♥ ♣❡r♠✉t❛♥t x ❡t z ✱ ♦♥ ❛ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡

d(z , y)− d(y , x) ≤ d(x , z)

❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ✜♥❛❧❡♠❡♥t

−d(x , z) ≤ d(x , y)− d(y , z) ≤ d(x , z)
❆❤♠❡❞ ▼♦✉ss❛✐❞ ❆♥❛❧②s❡ ✸ ✼✴✸✶



❊s♣❛❝❡s ▼étr✐q✉❡s

❉✐st❛♥❝❡
❊s♣❛❝❡s ▼ètr✐q✉❡s
❇♦✉❧❡s ❡t ❙♣❤èr❡s✱ ♦✉✈❡rt ❡t ❢❡r♠é❡
✈♦✐s✐♥❛❣❡✱ ✐♥tér✐❡✉r
❙✉✐t❡s ❡t ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❛♥s ✉♥ ❊s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡
❙✉✐t❡s ❞❡ ❈❛✉❝❤② ✲ ❊s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ ❝♦♠♣❧❡t✳

❉✐st❛♥❝❡

−d(x , z) ≤ d(x , y)− d(y , z) ≤ d(x , z)

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳
✸✲ P♦✉r x ❀ x

′

❡t y ❀ y
′

❞❛♥s X ♦♥ ❛

d(x , y) ≤ d(x , x
′

) + d(x
′

, y
′

) + d(y
′

, y)

❞✬♦ù

d(x , y)− d(x
′

, y
′

) ≤ d(x , x
′

) + d(y
′

, y)

❊♥ ♣❡r♠✉t❛♥t ❧❡s ❝♦✉♣❧❡s (x ; y) ❡t (x
′

; y
′

) ♦♥ ❛

d(x
′

, y
′

)− d(x , y) ≤ d(x , x
′

) + d(y
′

, y)

❆❤♠❡❞ ▼♦✉ss❛✐❞ ❆♥❛❧②s❡ ✸ ✽✴✸✶



❊s♣❛❝❡s ▼étr✐q✉❡s

❉✐st❛♥❝❡
❊s♣❛❝❡s ▼ètr✐q✉❡s
❇♦✉❧❡s ❡t ❙♣❤èr❡s✱ ♦✉✈❡rt ❡t ❢❡r♠é❡
✈♦✐s✐♥❛❣❡✱ ✐♥tér✐❡✉r
❙✉✐t❡s ❡t ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❛♥s ✉♥ ❊s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡
❙✉✐t❡s ❞❡ ❈❛✉❝❤② ✲ ❊s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ ❝♦♠♣❧❡t✳

❉✐st❛♥❝❡

P❘❖P❖❙■❚■❖◆

❙♦✐❡♥t d✶ ❡t d✷ ❞❡✉① ❞✐st❛♥❝❡s s✉r X ✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ α✱
β > ✵ t❡❧s q✉❡

αd✷(x , y) ≤ d✶(x , y) ≤ βd✷(x , y) ∀x , y ∈ X

❆❧♦rs d✶ ❡t d✷ s♦♥t ❞✐t❡s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✳

❆❤♠❡❞ ▼♦✉ss❛✐❞ ❆♥❛❧②s❡ ✸ ✾✴✸✶



❊s♣❛❝❡s ▼étr✐q✉❡s

❉✐st❛♥❝❡
❊s♣❛❝❡s ▼ètr✐q✉❡s
❇♦✉❧❡s ❡t ❙♣❤èr❡s✱ ♦✉✈❡rt ❡t ❢❡r♠é❡
✈♦✐s✐♥❛❣❡✱ ✐♥tér✐❡✉r
❙✉✐t❡s ❡t ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❛♥s ✉♥ ❊s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡
❙✉✐t❡s ❞❡ ❈❛✉❝❤② ✲ ❊s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ ❝♦♠♣❧❡t✳

❊s♣❛❝❡s ▼ètr✐q✉❡s

❉é✜♥✐t✐♦♥

❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❊s♣❛❝❡ ♠ètr✐q✉❡ t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ ♥♦♥ ✈✐❞❡ X ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡

❞✐st❛♥❝❡ ❞ ❡t ♦♥ ❧❡ ♥♦t❡ (X ; d)✳

❆❤♠❡❞ ▼♦✉ss❛✐❞ ❆♥❛❧②s❡ ✸ ✶✵✴✸✶



❊s♣❛❝❡s ▼étr✐q✉❡s

❉✐st❛♥❝❡
❊s♣❛❝❡s ▼ètr✐q✉❡s
❇♦✉❧❡s ❡t ❙♣❤èr❡s✱ ♦✉✈❡rt ❡t ❢❡r♠é❡
✈♦✐s✐♥❛❣❡✱ ✐♥tér✐❡✉r
❙✉✐t❡s ❡t ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❛♥s ✉♥ ❊s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡
❙✉✐t❡s ❞❡ ❈❛✉❝❤② ✲ ❊s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ ❝♦♠♣❧❡t✳

❇♦✉❧❡s ❡t ❙♣❤èr❡s

❉é✜♥✐t✐♦♥

❙♦✐t (X ; d) ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡✳

✶ P♦✉r a ∈ X ❡t r ≥ ✵✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s s✉✐✈❛♥ts✿

✲ B(a, r) = {x ∈ X , d(x , a) < r}✱ ❜♦✉❧❡ ♦✉✈❡rt ❞❡ ❝❡♥tr❡ a ❡t

r❛②♦♥ r ✳

✲ B(a, r) = {x ∈ X , d(x , a) ≤ r}✱ ❜♦✉❧❡ ❢ér♠é❡ ❞❡ ❝❡♥tr❡ a ❡t

r❛②♦♥ r ✳

✲ S(a, r) = B(a, r) \ B(a, r) = {x ∈ X , d(x , a) = r}✱ s♣❤èr❡ ❞❡

❝❡♥tr❡ a ❡t r❛②♦♥ r ✳

❆❤♠❡❞ ▼♦✉ss❛✐❞ ❆♥❛❧②s❡ ✸ ✶✶✴✸✶



❊s♣❛❝❡s ▼étr✐q✉❡s

❉✐st❛♥❝❡
❊s♣❛❝❡s ▼ètr✐q✉❡s
❇♦✉❧❡s ❡t ❙♣❤èr❡s✱ ♦✉✈❡rt ❡t ❢❡r♠é❡
✈♦✐s✐♥❛❣❡✱ ✐♥tér✐❡✉r
❙✉✐t❡s ❡t ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❛♥s ✉♥ ❊s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡
❙✉✐t❡s ❞❡ ❈❛✉❝❤② ✲ ❊s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ ❝♦♠♣❧❡t✳

♦✉✈❡rt ❡t ❢❡r♠é❡

❉é✜♥✐t✐♦♥

❙♦✐t (X ; d) ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡✳

✶ ❯♥❡ ♣❛rt✐❡ U ⊂ X ❡st ❞✐t❡ ♦✉✈❡rt❡ s✐

∀a ∈ U, ∃r > ✵ t.q. B(a, r) ⊂ U

✷ ❯♥❡ ♣❛rt✐❡ F ⊂ X ❡st ❞✐t❡ ❢❡r♠é❡ s✐ s♦♥ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡

F c = X \ F ❡st ♦✉✈❡rt✳

✸ ❯♥❡ ♣❛rt✐❡ A ⊂ X ❡st ❞✐t❡ ❜♦r♥é❡ s✐

∃M > ✵, ∀x , y ∈ A, d(x , y) ≤ M

❆❤♠❡❞ ▼♦✉ss❛✐❞ ❆♥❛❧②s❡ ✸ ✶✷✴✸✶



❊s♣❛❝❡s ▼étr✐q✉❡s

❉✐st❛♥❝❡
❊s♣❛❝❡s ▼ètr✐q✉❡s
❇♦✉❧❡s ❡t ❙♣❤èr❡s✱ ♦✉✈❡rt ❡t ❢❡r♠é❡
✈♦✐s✐♥❛❣❡✱ ✐♥tér✐❡✉r
❙✉✐t❡s ❡t ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❛♥s ✉♥ ❊s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡
❙✉✐t❡s ❞❡ ❈❛✉❝❤② ✲ ❊s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ ❝♦♠♣❧❡t✳

▲❡♠♠❡

❙✐ x ❡st ❞❛♥s X ✱ ♣♦✉r

ǫ < ǫ
′

, B(x , ǫ) ⊂ B(x , ǫ
′

), et B(x , ǫ) ⊂ B(x , ǫ′)

❆❤♠❡❞ ▼♦✉ss❛✐❞ ❆♥❛❧②s❡ ✸ ✶✸✴✸✶



❊s♣❛❝❡s ▼étr✐q✉❡s

❉✐st❛♥❝❡
❊s♣❛❝❡s ▼ètr✐q✉❡s
❇♦✉❧❡s ❡t ❙♣❤èr❡s✱ ♦✉✈❡rt ❡t ❢❡r♠é❡
✈♦✐s✐♥❛❣❡✱ ✐♥tér✐❡✉r
❙✉✐t❡s ❡t ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❛♥s ✉♥ ❊s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡
❙✉✐t❡s ❞❡ ❈❛✉❝❤② ✲ ❊s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ ❝♦♠♣❧❡t✳

Pr♦♣r✐étés ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ♦✉✈❡rts

❚❤é♦ré♠❡

❙♦✐t ✭❊✱ ❞✮ ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡✳ ❆❧♦rs

✶ ∅ ❡t E s♦♥t ❞❡s ♦✉✈❡rts✳

✷ ❙✐ (ϑi )i∈I ❡st ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞✬♦✉✈❡rts✱ ❛❧♦rs ∪i∈Iϑi

❡st ♦✉✈❡rt✳

✸ ❙✐ ϑ✶, ϑ✷, · · · , ϑn s♦♥t ❞❡s ♦✉✈❡rts✱ ❛❧♦rs ϑ✶ ∩ ϑ✷ ∩ ... ∩ ϑn ❡st

♦✉✈❡rt✳

❆❤♠❡❞ ▼♦✉ss❛✐❞ ❆♥❛❧②s❡ ✸ ✶✹✴✸✶



❊s♣❛❝❡s ▼étr✐q✉❡s

❉✐st❛♥❝❡
❊s♣❛❝❡s ▼ètr✐q✉❡s
❇♦✉❧❡s ❡t ❙♣❤èr❡s✱ ♦✉✈❡rt ❡t ❢❡r♠é❡
✈♦✐s✐♥❛❣❡✱ ✐♥tér✐❡✉r
❙✉✐t❡s ❡t ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❛♥s ✉♥ ❊s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡
❙✉✐t❡s ❞❡ ❈❛✉❝❤② ✲ ❊s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ ❝♦♠♣❧❡t✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✿

✶ ❊✈✐❞❡♥t✳

✷ ❙♦✐❡♥t ϑ = ∪i∈Iϑi ❡t x ∈ ϑ ❛❧♦rs ∃i✵ ∈ I t❡❧ q✉❡ x ∈ ϑi✵

❝♦♠♠❡ ϑi✵ ❡st ♦✉✈❡rt

⇒ ∃r > ✵ t❡❧ q✉❡ B(x , r) ⊂ ϑi✵ ⇒ B(x , r) ⊂ ∪i∈Iϑi = ϑ
❝♦♠♠❡ x ∈ ϑ ét❛✐t q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ⇒ ϑ ❡st ♦✉✈❡rt✳

✸ ❙♦✐t x ∈ ϑ✶ ∩ ϑ✷ ∩ ... ∩ ϑn ❛❧♦rs x ∈ ϑ✶✱ ❡t x ∈ ϑ✷ ❡t · · · ❡t

x ∈ ϑn✳

❝♦♠♠❡ ϑi ❡st ♦✉✈❡rt✱ ✐❧ ❡①✐st❡ r✶ > ✵, r✷ > ✵, · · · , rn > ✵ t❡❧s

q✉❡ B(x , r✶) ⊂ ϑ✶ ❡t B(x , r✷) ⊂ ϑ✷ ❡t✱ · · · ❡t B(x , rn) ⊂ ϑn✳

s♦✐t r = min(r✶, r✷, · · · , rn)✳
❆❧♦rs B(x , r) ⊂ ϑ✶ ∩ ϑ✷ ∩ ... ∩ ϑn✳

❞♦♥❝ ϑ✶ ∩ ϑ✷ ∩ ... ∩ ϑn ❡st ♦✉✈❡rt✳

❆❤♠❡❞ ▼♦✉ss❛✐❞ ❆♥❛❧②s❡ ✸ ✶✺✴✸✶



❊s♣❛❝❡s ▼étr✐q✉❡s

❉✐st❛♥❝❡
❊s♣❛❝❡s ▼ètr✐q✉❡s
❇♦✉❧❡s ❡t ❙♣❤èr❡s✱ ♦✉✈❡rt ❡t ❢❡r♠é❡
✈♦✐s✐♥❛❣❡✱ ✐♥tér✐❡✉r
❙✉✐t❡s ❡t ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❛♥s ✉♥ ❊s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡
❙✉✐t❡s ❞❡ ❈❛✉❝❤② ✲ ❊s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ ❝♦♠♣❧❡t✳

■♥tér✐❡✉r✱ ❛❞❤ér❡♥❝❡

❉é✜♥✐t✐♦♥

❙♦✐t (X ; d) ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡✱ ❡t A ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ X ✳

✲ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ✐♥tér✐❡✉r ❞❡ ❆ ❡t ♦♥ ❧❡ ♥♦t❡ A◦ ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ♦✉✈❡rt

✐♥❝❧✉s ❞❛♥s A✳ ❚♦✉t ♣♦✐♥t x ∈ A◦ ⊂ A ❡st ❞✐t ✐♥tér✐❡✉r à A✳

A◦ =
⋃

U Ouvert, U⊂A

U

✲ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❛❞❤ér❡♥❝❡ ❞❡ A ❡t ♦♥ ❧❛ ♥♦t❡ A ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❢❡r♠é❡

q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t A✳ ❯♥ ♣♦✐♥t x ❞❡ A ❡st ❞✐t ❛❞❤ér❡♥❝❡ à ❆✳

A =
⋂

F ferm, F⊃A

F

❆❤♠❡❞ ▼♦✉ss❛✐❞ ❆♥❛❧②s❡ ✸ ✶✻✴✸✶



❊s♣❛❝❡s ▼étr✐q✉❡s

❉✐st❛♥❝❡
❊s♣❛❝❡s ▼ètr✐q✉❡s
❇♦✉❧❡s ❡t ❙♣❤èr❡s✱ ♦✉✈❡rt ❡t ❢❡r♠é❡
✈♦✐s✐♥❛❣❡✱ ✐♥tér✐❡✉r
❙✉✐t❡s ❡t ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❛♥s ✉♥ ❊s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡
❙✉✐t❡s ❞❡ ❈❛✉❝❤② ✲ ❊s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ ❝♦♠♣❧❡t✳

■♥tér✐❡✉r✱ ❛❞❤ér❡♥❝❡

❉é✜♥✐t✐♦♥

❙♦✐t (X ; d) ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡✱ ❡t A ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ X ✳

✲ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ✐♥tér✐❡✉r ❞❡ ❆ ❡t ♦♥ ❧❡ ♥♦t❡ A◦ ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ♦✉✈❡rt

✐♥❝❧✉s ❞❛♥s A✳ ❚♦✉t ♣♦✐♥t x ∈ A◦ ⊂ A ❡st ❞✐t ✐♥tér✐❡✉r à A✳

A◦ =
⋃

U Ouvert, U⊂A

U

✲ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❛❞❤ér❡♥❝❡ ❞❡ A ❡t ♦♥ ❧❛ ♥♦t❡ A ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❢❡r♠é❡

q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t A✳ ❯♥ ♣♦✐♥t x ❞❡ A ❡st ❞✐t ❛❞❤ér❡♥❝❡ à ❆✳

A =
⋂

F ferm, F⊃A

F

❆❤♠❡❞ ▼♦✉ss❛✐❞ ❆♥❛❧②s❡ ✸ ✶✻✴✸✶



❊s♣❛❝❡s ▼étr✐q✉❡s

❉✐st❛♥❝❡
❊s♣❛❝❡s ▼ètr✐q✉❡s
❇♦✉❧❡s ❡t ❙♣❤èr❡s✱ ♦✉✈❡rt ❡t ❢❡r♠é❡
✈♦✐s✐♥❛❣❡✱ ✐♥tér✐❡✉r
❙✉✐t❡s ❡t ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❛♥s ✉♥ ❊s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡
❙✉✐t❡s ❞❡ ❈❛✉❝❤② ✲ ❊s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ ❝♦♠♣❧❡t✳

✈♦✐s✐♥❛❣❡✱ ✐♥tér✐❡✉r

❉é✜♥✐t✐♦♥

❙♦✐t (X ; d) ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠ètr✐q✉❡✳

✶ ❙♦✐t V ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❳ ❡t x ∈ X ✿ ♦♥ ❞✐t q✉❡ V ❡st ✉♥

✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ x s✬✐❧ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ❜♦✉❧❡ ♦✉✈❡rt❡ ❞❡ ❝❡♥tr❡ x ✳

✷ ❙♦✐t A ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ X ✿ ♦♥ ❞✐t q✉✬✉♥ é❧é♠❡♥t a ❞❡ X

❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ✐♥tér✐❡✉r à A s✐ A ❡st ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ a ♦✉✱ ❝❡ q✉✐

❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t✱ s✬✐❧ ❡①✐st❡ r > ✵ t❡❧ q✉❡ B(a; r) ⊂ A✳ ❖♥

❛♣♣❡❧❧❡ ✐♥tér✐❡✉r ❞❡ ❆ ❡t ♦♥ ♥♦t❡ A◦ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts

✐♥tér✐❡✉rs à A✳

❆❤♠❡❞ ▼♦✉ss❛✐❞ ❆♥❛❧②s❡ ✸ ✶✼✴✸✶



❊s♣❛❝❡s ▼étr✐q✉❡s

❉✐st❛♥❝❡
❊s♣❛❝❡s ▼ètr✐q✉❡s
❇♦✉❧❡s ❡t ❙♣❤èr❡s✱ ♦✉✈❡rt ❡t ❢❡r♠é❡
✈♦✐s✐♥❛❣❡✱ ✐♥tér✐❡✉r
❙✉✐t❡s ❡t ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❛♥s ✉♥ ❊s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡
❙✉✐t❡s ❞❡ ❈❛✉❝❤② ✲ ❊s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ ❝♦♠♣❧❡t✳

♦✉✈❡rt✱ ❢❡r♠é✱❛❞❤ér❡♥❝❡✱ ✐♥tér✐❡✉r

P❘❖P❖❙■❚■❖◆

❙♦✐t A ❡st ✉♥ s♦✉s ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ F ✳ ❆❧♦rs ✿

A◦ ❡st ✉♥ ♦✉✈❡rt ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s A✳

❙✐ U ❡st ✉♥ ♦✉✈❡rt ❡t U ⊂ A✱ ❛❧♦rs U ⊂ A◦✳

❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ A◦ ❡st ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ♦✉✈❡rt ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s A✳

A ❡st ✉♥ ❢❡r♠é ❝♦♥t❡♥❛♥t A✳

❙✐ F ❡st ✉♥ ❢❡r♠é ❡t F ⊃ A✱ ❛❧♦rs F ⊃ A

❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱A ❡st ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❢❡r♠é ❝♦♥t❡♥❛♥t A✳

❆❤♠❡❞ ▼♦✉ss❛✐❞ ❆♥❛❧②s❡ ✸ ✶✽✴✸✶



❊s♣❛❝❡s ▼étr✐q✉❡s

❉✐st❛♥❝❡
❊s♣❛❝❡s ▼ètr✐q✉❡s
❇♦✉❧❡s ❡t ❙♣❤èr❡s✱ ♦✉✈❡rt ❡t ❢❡r♠é❡
✈♦✐s✐♥❛❣❡✱ ✐♥tér✐❡✉r
❙✉✐t❡s ❡t ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❛♥s ✉♥ ❊s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡
❙✉✐t❡s ❞❡ ❈❛✉❝❤② ✲ ❊s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ ❝♦♠♣❧❡t✳

♦✉✈❡rt✱ ❢❡r♠é✱❛❞❤ér❡♥❝❡✱ ✐♥tér✐❡✉r

P❘❖P❖❙■❚■❖◆

❙♦✐t A ❡st ✉♥ s♦✉s ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ F ✳ ❆❧♦rs ✿

A◦ ❡st ✉♥ ♦✉✈❡rt ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s A✳

❙✐ U ❡st ✉♥ ♦✉✈❡rt ❡t U ⊂ A✱ ❛❧♦rs U ⊂ A◦✳

❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ A◦ ❡st ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ♦✉✈❡rt ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s A✳

A ❡st ✉♥ ❢❡r♠é ❝♦♥t❡♥❛♥t A✳

❙✐ F ❡st ✉♥ ❢❡r♠é ❡t F ⊃ A✱ ❛❧♦rs F ⊃ A

❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱A ❡st ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❢❡r♠é ❝♦♥t❡♥❛♥t A✳

❆❤♠❡❞ ▼♦✉ss❛✐❞ ❆♥❛❧②s❡ ✸ ✶✽✴✸✶



❊s♣❛❝❡s ▼étr✐q✉❡s

❉✐st❛♥❝❡
❊s♣❛❝❡s ▼ètr✐q✉❡s
❇♦✉❧❡s ❡t ❙♣❤èr❡s✱ ♦✉✈❡rt ❡t ❢❡r♠é❡
✈♦✐s✐♥❛❣❡✱ ✐♥tér✐❡✉r
❙✉✐t❡s ❡t ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❛♥s ✉♥ ❊s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡
❙✉✐t❡s ❞❡ ❈❛✉❝❤② ✲ ❊s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ ❝♦♠♣❧❡t✳

❘❡♠❛rq✉❡
✶✲❙✐ x ❛♣♣❛rt✐❡♥t à A◦ ✐❧ ❡①✐st❡✱ ε > ✵✱ t❡❧ q✉❡

x ∈ B(x , ε) ⊂ A◦ ⊂ A

✷✲ ❯♥ ♣♦✐♥t x ❡st ❞❛♥s A s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ♣♦✉r t♦✉t

ε > ✵, B(x , ε) ✐♥t❡rs❡❝t❡ A✳

❆❤♠❡❞ ▼♦✉ss❛✐❞ ❆♥❛❧②s❡ ✸ ✶✾✴✸✶



❊s♣❛❝❡s ▼étr✐q✉❡s

❉✐st❛♥❝❡
❊s♣❛❝❡s ▼ètr✐q✉❡s
❇♦✉❧❡s ❡t ❙♣❤èr❡s✱ ♦✉✈❡rt ❡t ❢❡r♠é❡
✈♦✐s✐♥❛❣❡✱ ✐♥tér✐❡✉r
❙✉✐t❡s ❡t ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❛♥s ✉♥ ❊s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡
❙✉✐t❡s ❞❡ ❈❛✉❝❤② ✲ ❊s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ ❝♦♠♣❧❡t✳

P❘❖P❖❙■❚■❖◆

❙♦✐❡♥t A ❡t B ✱ ❞❡✉① s♦✉s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ E ✳ ❆❧♦rs ✿

✶ ❖♥ ❛ A ⊂ B ⇒ A◦ ⊂ B◦ ❡t A ⊂ B

✷ x ∈ A◦ ⇔ ∃ε > ✵ t❡❧ q✉❡ B(x , ε) ⊂ A

✸ x ∈ A✱ ⇔ ∀ε > ✵, B(x , ε) ∩ A 6= ∅

✹ A ♦✉✈❡rt ⇔ A = A◦

✺ A ❢❡r♠é ⇔ A = A

✻ A ♦✉✈❡rt ⇔ A ❡st ✉♥❡ ✉♥✐♦♥ ❞❡ ❜♦✉❧❡s ♦✉✈❡rt❡s✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳✭❊①❡r❝✐❝❡✮

❆❤♠❡❞ ▼♦✉ss❛✐❞ ❆♥❛❧②s❡ ✸ ✷✵✴✸✶



❊s♣❛❝❡s ▼étr✐q✉❡s

❉✐st❛♥❝❡
❊s♣❛❝❡s ▼ètr✐q✉❡s
❇♦✉❧❡s ❡t ❙♣❤èr❡s✱ ♦✉✈❡rt ❡t ❢❡r♠é❡
✈♦✐s✐♥❛❣❡✱ ✐♥tér✐❡✉r
❙✉✐t❡s ❡t ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❛♥s ✉♥ ❊s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡
❙✉✐t❡s ❞❡ ❈❛✉❝❤② ✲ ❊s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ ❝♦♠♣❧❡t✳

P❘❖P❖❙■❚■❖◆

❙♦✐❡♥t A ❡t B ✱ ❞❡✉① s♦✉s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ E ✳ ❆❧♦rs ✿

✶ ❖♥ ❛ A ⊂ B ⇒ A◦ ⊂ B◦ ❡t A ⊂ B

✷ x ∈ A◦ ⇔ ∃ε > ✵ t❡❧ q✉❡ B(x , ε) ⊂ A

✸ x ∈ A✱ ⇔ ∀ε > ✵, B(x , ε) ∩ A 6= ∅

✹ A ♦✉✈❡rt ⇔ A = A◦

✺ A ❢❡r♠é ⇔ A = A

✻ A ♦✉✈❡rt ⇔ A ❡st ✉♥❡ ✉♥✐♦♥ ❞❡ ❜♦✉❧❡s ♦✉✈❡rt❡s✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳✭❊①❡r❝✐❝❡✮

❆❤♠❡❞ ▼♦✉ss❛✐❞ ❆♥❛❧②s❡ ✸ ✷✵✴✸✶



❊s♣❛❝❡s ▼étr✐q✉❡s

❉✐st❛♥❝❡
❊s♣❛❝❡s ▼ètr✐q✉❡s
❇♦✉❧❡s ❡t ❙♣❤èr❡s✱ ♦✉✈❡rt ❡t ❢❡r♠é❡
✈♦✐s✐♥❛❣❡✱ ✐♥tér✐❡✉r
❙✉✐t❡s ❡t ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❛♥s ✉♥ ❊s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡
❙✉✐t❡s ❞❡ ❈❛✉❝❤② ✲ ❊s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ ❝♦♠♣❧❡t✳

✉♥❡ s✉✐t❡ ❡①tr❛✐t❡

❉é✜♥✐t✐♦♥

❙✐ (xn) ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❡①tr❛✐t❡ ✭s♦✉s✲s✉✐t❡✮ s♦✐t

♣❛r (xnk )✱ s♦✐t ♣❛r (xϕ(n))✳
❉❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s n✵✱ n✶✱· · · ✱ ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ str✐❝t❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡

❞✬❡♥t✐❡rs ✳

❞❛♥s ❧❡ s❡❝♦♥❞✱ ϕ : N → N ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ str✐❝t❡♠❡♥t

❝r♦✐ss❛♥t❡✳

P❛r ❛❜✉s ❞❡ ♥♦t❛t✐♦♥✱ s✐ t♦✉s ❧❡s t❡r♠❡s ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ (xn)
❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ X ✱ ♦♥ é❝r✐t (xn) ⊂ X ✳

❆❤♠❡❞ ▼♦✉ss❛✐❞ ❆♥❛❧②s❡ ✸ ✷✶✴✸✶



❊s♣❛❝❡s ▼étr✐q✉❡s

❉✐st❛♥❝❡
❊s♣❛❝❡s ▼ètr✐q✉❡s
❇♦✉❧❡s ❡t ❙♣❤èr❡s✱ ♦✉✈❡rt ❡t ❢❡r♠é❡
✈♦✐s✐♥❛❣❡✱ ✐♥tér✐❡✉r
❙✉✐t❡s ❡t ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❛♥s ✉♥ ❊s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡
❙✉✐t❡s ❞❡ ❈❛✉❝❤② ✲ ❊s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ ❝♦♠♣❧❡t✳

✉♥❡ s✉✐t❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡

❉é✜♥✐t✐♦♥

❙♦✐t (X ; d) ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡✳ ❙✐ (xn) ⊂ X ❡t x ∈ X ✱ ❛❧♦rs✱ ♣❛r

❞é✜♥✐t✐♦♥✱ xn → x ✱ ✭(xn) ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs x✮ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐

d(xn; x) → ✵✳

❯♥❡ s✉✐t❡ (xn) ❡st ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ x ∈ X t❡❧ q✉❡ xn → x ✳

❖♥ é❝r✐t ❛❧♦rs lim
n→+∞

xn = x

❚r❛❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ xn → x ✿ ♣♦✉r t♦✉t ε > ✵✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ n✵ ∈ N t❡❧ q✉❡

∀n ≥ n✵ ⇒ d(xn, x) < ε

❖♥ ❞✐t q✉❡ ❧❛ s✉✐t❡ (xn)n ∈ N ❞✐✈❡r❣❡ ♦✉ ❡st ❞✐✈❡r❣❡♥t❡ s✐ ❡❧❧❡ ♥✬❡st

♣❛s ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡✳

❆❤♠❡❞ ▼♦✉ss❛✐❞ ❆♥❛❧②s❡ ✸ ✷✷✴✸✶



❊s♣❛❝❡s ▼étr✐q✉❡s

❉✐st❛♥❝❡
❊s♣❛❝❡s ▼ètr✐q✉❡s
❇♦✉❧❡s ❡t ❙♣❤èr❡s✱ ♦✉✈❡rt ❡t ❢❡r♠é❡
✈♦✐s✐♥❛❣❡✱ ✐♥tér✐❡✉r
❙✉✐t❡s ❡t ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❛♥s ✉♥ ❊s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡
❙✉✐t❡s ❞❡ ❈❛✉❝❤② ✲ ❊s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ ❝♦♠♣❧❡t✳

✉♥❡ s✉✐t❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡

■❧ ❡st é✈✐❞❡♥t✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ q✉❡ s✐ xn → x ✱ ❡t s✐ (xnk ) ❡st

✉♥❡ s♦✉s✲s✉✐t❡✱ ❛❧♦rs xnk → x

❘q✿
❉❛♥s R ♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ✉s✉❡❧❧❡✱ ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❝♦î♥❝✐❞❡
❛✈❡❝ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✉s✉❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳

❆❤♠❡❞ ▼♦✉ss❛✐❞ ❆♥❛❧②s❡ ✸ ✷✸✴✸✶



❊s♣❛❝❡s ▼étr✐q✉❡s

❉✐st❛♥❝❡
❊s♣❛❝❡s ▼ètr✐q✉❡s
❇♦✉❧❡s ❡t ❙♣❤èr❡s✱ ♦✉✈❡rt ❡t ❢❡r♠é❡
✈♦✐s✐♥❛❣❡✱ ✐♥tér✐❡✉r
❙✉✐t❡s ❡t ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❛♥s ✉♥ ❊s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡
❙✉✐t❡s ❞❡ ❈❛✉❝❤② ✲ ❊s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ ❝♦♠♣❧❡t✳

✈❛❧❡✉r ❞✬❛❞❤ér❡♥❝❡

❉é✜♥✐t✐♦♥

❙♦✐t (X ; d) ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡✳ ❙✐ (xn) ⊂ X ❡t x ∈ X ✱ ❛❧♦rs✱ ♣❛r

❞é✜♥✐t✐♦♥✱ x ❡st ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞✬❛❞❤ér❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ (xn) s✬✐❧ ❡①✐st❡

✉♥❡ s♦✉s✲s✉✐t❡ (xnk ) t❡❧❧❡ q✉❡ xnk → x ✳

❊①❡♠♣❧❡
❉❛♥s R ♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ✉s✉❡❧❧❡✱ s♦✐t xn = (−✶)n✱ n ∈ N✳ ❆❧♦rs

✶ ❡st ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞✬❛❞❤ér❡♥❝❡ ❞❡ (xn)✱ ❝❛r x✷n → ✶✳

❆❤♠❡❞ ▼♦✉ss❛✐❞ ❆♥❛❧②s❡ ✸ ✷✹✴✸✶



❊s♣❛❝❡s ▼étr✐q✉❡s

❉✐st❛♥❝❡
❊s♣❛❝❡s ▼ètr✐q✉❡s
❇♦✉❧❡s ❡t ❙♣❤èr❡s✱ ♦✉✈❡rt ❡t ❢❡r♠é❡
✈♦✐s✐♥❛❣❡✱ ✐♥tér✐❡✉r
❙✉✐t❡s ❡t ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❛♥s ✉♥ ❊s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡
❙✉✐t❡s ❞❡ ❈❛✉❝❤② ✲ ❊s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ ❝♦♠♣❧❡t✳

✈❛❧❡✉r ❞✬❛❞❤ér❡♥❝❡

❉é✜♥✐t✐♦♥

❙♦✐t (X ; d) ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡✳ ❙✐ (xn) ⊂ X ❡t x ∈ X ✱ ❛❧♦rs✱ ♣❛r

❞é✜♥✐t✐♦♥✱ x ❡st ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞✬❛❞❤ér❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ (xn) s✬✐❧ ❡①✐st❡

✉♥❡ s♦✉s✲s✉✐t❡ (xnk ) t❡❧❧❡ q✉❡ xnk → x ✳

❊①❡♠♣❧❡
❉❛♥s R ♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ✉s✉❡❧❧❡✱ s♦✐t xn = (−✶)n✱ n ∈ N✳ ❆❧♦rs

✶ ❡st ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞✬❛❞❤ér❡♥❝❡ ❞❡ (xn)✱ ❝❛r x✷n → ✶✳

❆❤♠❡❞ ▼♦✉ss❛✐❞ ❆♥❛❧②s❡ ✸ ✷✹✴✸✶



❊s♣❛❝❡s ▼étr✐q✉❡s

❉✐st❛♥❝❡
❊s♣❛❝❡s ▼ètr✐q✉❡s
❇♦✉❧❡s ❡t ❙♣❤èr❡s✱ ♦✉✈❡rt ❡t ❢❡r♠é❡
✈♦✐s✐♥❛❣❡✱ ✐♥tér✐❡✉r
❙✉✐t❡s ❡t ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❛♥s ✉♥ ❊s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡
❙✉✐t❡s ❞❡ ❈❛✉❝❤② ✲ ❊s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ ❝♦♠♣❧❡t✳

P❘❖P❖❙■❚■❖◆

❙♦✐t (X ; d) ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡✳

✶ ❙✐ ✉♥❡ s✉✐t❡ (xn)✱ n ∈ N ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ X ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs x ∈ X ✱

❛❧♦rs x ❡st ✉♥✐q✉❡ ✿ ♦♥ ❞✐t ❛❧♦rs q✉❡ x ❡st ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡

(xn)✱ n ∈ N ❀

✷ ♦♥ ♣❡✉t é♥♦♥❝❡r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡

❛✈❡❝ ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡s ✈♦✐s✐♥❛❣❡s ✿ ✉♥❡ s✉✐t❡ (xn)✱ n ∈ N

❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ X ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs x ∈ X s✐

♣♦✉r t♦✉t ✈♦✐s✐♥❛❣❡ V ❞❡ x ✱

∃N ∈ N, ∀n ∈ N, n ≥ N ⇒ xn ∈ V

✸ ❙✐ xn → x ✱ ❛❧♦rs x ❡st ❧❛ s❡✉❧❡ ✈❛❧❡✉r ❞✬❛❞❤ér❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡

(xn)✳

✹ ✉♥❡ s✉✐t❡ (xn)n ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ X ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs x ∈ X s✐ ❡t

s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ré❡❧s ♣♦s✐t✐❢s (d(xn; x))n ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs

✵✳ ❆❤♠❡❞ ▼♦✉ss❛✐❞ ❆♥❛❧②s❡ ✸ ✷✺✴✸✶



❊s♣❛❝❡s ▼étr✐q✉❡s

❉✐st❛♥❝❡
❊s♣❛❝❡s ▼ètr✐q✉❡s
❇♦✉❧❡s ❡t ❙♣❤èr❡s✱ ♦✉✈❡rt ❡t ❢❡r♠é❡
✈♦✐s✐♥❛❣❡✱ ✐♥tér✐❡✉r
❙✉✐t❡s ❡t ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❛♥s ✉♥ ❊s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡
❙✉✐t❡s ❞❡ ❈❛✉❝❤② ✲ ❊s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ ❝♦♠♣❧❡t✳

❙✉✐t❡s ❞❡ ❈❛✉❝❤②

❉é✜♥✐t✐♦♥

❙♦✐t (xn)n ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ (X ; d)✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡

(xn)n ❡st s✉✐t❡ ❞❡ ❈❛✉❝❤② s✐ ❡❧❧❡ s❛t✐s❢❛✐t✿

∀ε > ✵, ∃n✵ ∈ N, ∀n ≥ n✵, ∀m ≥ n✵, d(xn, xm) ≤ ε

❘❡♠❛rq✉❡
▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à

∀ε > ✵, ∃n✵ ∈ N, ∀n ≥ n✵, ∀p ≥ ✵, d(xn, xn+p) ≤ ε

❆❤♠❡❞ ▼♦✉ss❛✐❞ ❆♥❛❧②s❡ ✸ ✷✻✴✸✶



❊s♣❛❝❡s ▼étr✐q✉❡s

❉✐st❛♥❝❡
❊s♣❛❝❡s ▼ètr✐q✉❡s
❇♦✉❧❡s ❡t ❙♣❤èr❡s✱ ♦✉✈❡rt ❡t ❢❡r♠é❡
✈♦✐s✐♥❛❣❡✱ ✐♥tér✐❡✉r
❙✉✐t❡s ❡t ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❛♥s ✉♥ ❊s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡
❙✉✐t❡s ❞❡ ❈❛✉❝❤② ✲ ❊s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ ❝♦♠♣❧❡t✳

❙✉✐t❡s ❞❡ ❈❛✉❝❤②

❉é✜♥✐t✐♦♥

❙♦✐t (xn)n ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ (X ; d)✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡

(xn)n ❡st s✉✐t❡ ❞❡ ❈❛✉❝❤② s✐ ❡❧❧❡ s❛t✐s❢❛✐t✿

∀ε > ✵, ∃n✵ ∈ N, ∀n ≥ n✵, ∀m ≥ n✵, d(xn, xm) ≤ ε

❘❡♠❛rq✉❡
▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à

∀ε > ✵, ∃n✵ ∈ N, ∀n ≥ n✵, ∀p ≥ ✵, d(xn, xn+p) ≤ ε

❆❤♠❡❞ ▼♦✉ss❛✐❞ ❆♥❛❧②s❡ ✸ ✷✻✴✸✶



❊s♣❛❝❡s ▼étr✐q✉❡s

❉✐st❛♥❝❡
❊s♣❛❝❡s ▼ètr✐q✉❡s
❇♦✉❧❡s ❡t ❙♣❤èr❡s✱ ♦✉✈❡rt ❡t ❢❡r♠é❡
✈♦✐s✐♥❛❣❡✱ ✐♥tér✐❡✉r
❙✉✐t❡s ❡t ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❛♥s ✉♥ ❊s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡
❙✉✐t❡s ❞❡ ❈❛✉❝❤② ✲ ❊s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ ❝♦♠♣❧❡t✳

❊①❡♠♣❧❡

❞❛♥s R✱ ❧❛ s✉✐t❡( ✶
n
) ❡st ❞❡ ❈❛✉❝❤②✳

❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❈❛✉❝❤② ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞♦♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts

s♦♥t ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ♣r♦❝❤❡s à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ r❛♥❣✳

❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛✐sé♠❡♥t ♠♦♥tr❡r q✉✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❡st ❞❡ ❈❛✉❝❤② s✐ ❡t

s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ♣♦✉r t♦✉t ε > ✵ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❜♦✉❧❡ Bε ✭♦✉✈❡rt❡ ♦✉

❢❡r♠é❡✱ ❝❡❧❛ ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ r✐❡♥✮ ❞❡ r❛②♦♥ ε ✭❞♦♥t ❧❡ ❝❡♥tr❡ ♥✬❡st ♣❛s

♣ré❝✐sé ♠❛✐s ❞é♣❡♥❞ ♣♦ss✐❜❧❡♠❡♥t ❞❡ ε✮ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t t♦✉s ❧❡s

é❧❡♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ r❛♥❣

∃n✵ ≥ ✵, tq, ∀n ≥ n✵, xn ∈ Bε

❆❤♠❡❞ ▼♦✉ss❛✐❞ ❆♥❛❧②s❡ ✸ ✷✼✴✸✶



❊s♣❛❝❡s ▼étr✐q✉❡s

❉✐st❛♥❝❡
❊s♣❛❝❡s ▼ètr✐q✉❡s
❇♦✉❧❡s ❡t ❙♣❤èr❡s✱ ♦✉✈❡rt ❡t ❢❡r♠é❡
✈♦✐s✐♥❛❣❡✱ ✐♥tér✐❡✉r
❙✉✐t❡s ❡t ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❛♥s ✉♥ ❊s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡
❙✉✐t❡s ❞❡ ❈❛✉❝❤② ✲ ❊s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ ❝♦♠♣❧❡t✳

P❘❖P❖❙■❚■❖◆

✲❉❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ (X ; d) t♦✉t❡ s✉✐t❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡ ❡st ❞❡

❈❛✉❝❤②✳

Pr❡✉✈❡✿ ❙♦✐t (xn)n ✉♥❡ s✉✐t❡ q✉✐ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs ✉♥❡ ❧✐♠✐t❡ x ✳ P♦✉r
ε

✷
> ✵ ✜①é✱ ♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r n✵ t❡❧ q✉❡ d(xn; x) ≤

ε

✷
♣♦✉r t♦✉t n✵✳

❆✐♥s✐✱ s✐ n ≥ n✵ ❡t m ≥ n✵✱ ♦♥ ❛ ♣❛r ✐♥é❣❛❧✐té tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡

d(xn, xm) < d(xn, x) + d(x , xm) < ε

❈❡❝✐ ♠♦♥tr❡ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❡st ❞❡ ❈❛✉❝❤②✳

❆❤♠❡❞ ▼♦✉ss❛✐❞ ❆♥❛❧②s❡ ✸ ✷✽✴✸✶



❊s♣❛❝❡s ▼étr✐q✉❡s

❉✐st❛♥❝❡
❊s♣❛❝❡s ▼ètr✐q✉❡s
❇♦✉❧❡s ❡t ❙♣❤èr❡s✱ ♦✉✈❡rt ❡t ❢❡r♠é❡
✈♦✐s✐♥❛❣❡✱ ✐♥tér✐❡✉r
❙✉✐t❡s ❡t ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❛♥s ✉♥ ❊s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡
❙✉✐t❡s ❞❡ ❈❛✉❝❤② ✲ ❊s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ ❝♦♠♣❧❡t✳

P❘❖P❖❙■❚■❖◆

✶ ❉❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ (X ; d) ❚♦✉t❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❈❛✉❝❤② ❡st

❜♦r♥é❡✳ ❈❡❝✐ rés✉❧t❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t

n ≥ n✵✱ xn ∈ Bf (xn✵ ; ε)✳

✷ ❙✐ ❧❡s ♠étr✐q✉❡s d ❡t d
′

s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s s✉r X ✱ ❛❧♦rs t♦✉t❡

s✉✐t❡ ❞❡ ❈❛✉❝❤② ♣♦✉r d ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❈❛✉❝❤② ♣♦✉r d
′

✳

❆❤♠❡❞ ▼♦✉ss❛✐❞ ❆♥❛❧②s❡ ✸ ✷✾✴✸✶



❊s♣❛❝❡s ▼étr✐q✉❡s

❉✐st❛♥❝❡
❊s♣❛❝❡s ▼ètr✐q✉❡s
❇♦✉❧❡s ❡t ❙♣❤èr❡s✱ ♦✉✈❡rt ❡t ❢❡r♠é❡
✈♦✐s✐♥❛❣❡✱ ✐♥tér✐❡✉r
❙✉✐t❡s ❡t ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❛♥s ✉♥ ❊s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡
❙✉✐t❡s ❞❡ ❈❛✉❝❤② ✲ ❊s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ ❝♦♠♣❧❡t✳

❊s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s ❝♦♠♣❧❡ts

❉é✜♥✐t✐♦♥

❯♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ (X ; d) ❡st ❞✐t ❝♦♠♣❧❡t s✐ t♦✉t❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❈❛✉❝❤②

❞❛♥s (X ; d) ❡st ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡✳

❆❤♠❡❞ ▼♦✉ss❛✐❞ ❆♥❛❧②s❡ ✸ ✸✵✴✸✶



❊s♣❛❝❡s ▼étr✐q✉❡s

❉✐st❛♥❝❡
❊s♣❛❝❡s ▼ètr✐q✉❡s
❇♦✉❧❡s ❡t ❙♣❤èr❡s✱ ♦✉✈❡rt ❡t ❢❡r♠é❡
✈♦✐s✐♥❛❣❡✱ ✐♥tér✐❡✉r
❙✉✐t❡s ❡t ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❛♥s ✉♥ ❊s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡
❙✉✐t❡s ❞❡ ❈❛✉❝❤② ✲ ❊s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ ❝♦♠♣❧❡t✳

❊s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s ❝♦♠♣❧❡ts

P❘❖P❖❙■❚■❖◆

✶ ❙♦✐t (X , d) ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ ❝♦♠♣❧❡t ❡t F ⊂ X ✳ ❆❧♦rs

(F , d) ❡st ❝♦♠♣❧❡t s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ F ❡st ❢❡r♠é ❞❛♥s X ✳

✷ ❙♦✐t (X , d) ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡✳ ❙✐ X ❡st ❝♦♠♣❛❝t ❛❧♦rs ✐❧ ❡st

❜♦r♥é ✿ ✐❧ ❡①✐st❡ M > ✵ t❡❧ q✉❡ ∀x , y ∈, d(x , y) ≤ M✳

❆❤♠❡❞ ▼♦✉ss❛✐❞ ❆♥❛❧②s❡ ✸ ✸✶✴✸✶


